Chapitre 1 : ESPACES VECTORIELS
Espaces vectoriels :

Définition U est une combinatison linéaire des vecteurs Vi, V5, ...,V, si U

£
peut sécrire|lU = > oy V, i a; € K

Proposition L’ensemble des combinaisons linfaires de p vecteurs de E est
un sous-espace vectoriel de E.

Définition On appelle somme des sous espaces vectoriels Fy, Fy, ... Fp Uen-
semble défini par :

Veet (FLUFaU...U Fp)-
1l est facile de montrer que
P
F1+...+Fp={zEEle;EE:x:Zzi}

=1

Définition La somme de sous espaces Iy, Fy,...F} est dite directe si tout
vecteur X de la somme se décompose de facon unique sur cette somme. On
note alors F1 S ... ® F

Définition On dit que deux sous espaces vectoriels sont supplémentaires
st leur somme directe recouvre Uespace E tout entier.

Famille libre /liée :

Liée : #0 Définition p vecteurs de E sont dits lin€airement dépendants s'il existe

i P f{- l:‘ju‘(
p scalaires oy, @, ..., axp non tous nuls tels que > oV, = ﬁ expfi mu ,CD““h' dro

=1 LHOMmL M}w

On dit aussi que la famille de vecteurs 14, V5, ..., 1} est liée.
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Libre:=0 Définition p vecteurs de E sont dits linéairement indépendants ssi :
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Eln dit aussi que la famille de vecteurs 14, V5, ...,V est librel,
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Génératrice : .
Définition On dit

ss1 tout vecteur de

\ing.

L{,qg—m =

e la famille de vecteurs V1,Vh, ..., V;, est génératrice
peut s'écrire comme combinaison linéaire de ces vec-

teurs : VX € B Joy...op tel que X =5 o Vi,

i=1

P
3 ;. V; est appelé une décomposition de X.

i=1
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Base :

(suite exemple en haut)

Dimensions :

Rang :

Définition On dit que la famille de vecteurs V3, V%, ..., V}, est une base de
E si cette famille est libre et génératrice.
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Définition On appelle dimension de l’espace vectoriel E le nombre de
vecteurs de base .

Définition Soit F' un sous-espace de E, on appelle base de F' une famille
de vecteur de F' qui est libre et qui est génératrice de F tout entier.

On peut en déduire plusieurs conséquences

Soit F un espace vectoriel de dimension n alors :

— n vecteurs indépendants de I sont forcément générateurs et forment
donc une base de E.

— n vecteurs générateurs de F sont forcément libres et forment donc une
base de F.

— Tout sous-espace vectoriel de F est de dimension p < n.

Définition Le rang d’une famille de p vecteurs est le plus grand nombre
de vecteurs de la famille qui sont linéairement indépendants.

Nous pouvons alors vérifier plusieurs propriétés sur le rang:

— Soit p vecteurs, alors leur rang est inférieur ou égal a p.

— Dans mx espace de dimension n, le rang est inférieur ou égal a n.

— Le rang de p vecteurs est égal & la dimension du sous-espace vectoriel
au’il engendre.



Application linéaire :

Définition Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
Alors u : E — F est une application linéatre si et seulement si :
(YV(XY)EE :u(X+Y)=u(X)+u(Y)
(i) V(. X) e K x E:u(a.X)=au(X)

Image et rang :

Image : Définition On appelle image de wu la partie de ’ensemble d’arrivée F qui ) A
est composée des wnages de vecteurs de 5. \
ey
Im (u) =u(E) = {u(X) |X € E} bre ‘oo
Im(u)={Y € F|3X € E tel gue u(X) =Y} LRI
o Qt.gié,a
AE S
S

Rang : Définition Le rang de u est la dimension de limage deu : Rang (u) =

dim (Imu)
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Surjective : Proposition
u est surjective st et seulement s1 Rang (u) = dim F

Noyau d’une application linéaire :

Définition Le noyau d’une application linéaire noté Ker u est 'ensemble
de vecteurs de E dont l'image est le vecteur nul de F :

Keru — {XEE]u{X)— T]}}



Injective : Proposition

u est injective si et seulement &1 Keru = { 0 }
Bijective : Deéfinition Une application esl bijective st el seulernent si elle est injeclivé
et surjective.

Théoréme du rang :

Proposition (Théoréme du rang) "“”
Sottu: D — I" une application lindaire afors P
dim (ker u) -~ Rang (u) = dim (E)

Ao € = Ju,ru-uh“

Ce théoréme est trés pratique par exemple pour calculer le rang : on
commence par calculer le noyau, et en utilisant la formule, on a :

Rang (u) = dim (E') — dim (ker w).
(Explications de la proposition...)

Chapitre 2 : Les matrices

Matrice diagonale : Définition Une matrice carrée est dite diagonale ssi tous les éléments

situés hors de la diagonale principale sont nuls.

On doit donc avoir V3,7 : a;, = 0si¢# 3.

ayy 0 o D
a 0 0
Ainsi M = | - _
0 0 OQpyny

Matrice transposée : . L . ]
Définition On appelle transposée d’une matrice M = [ay;| la matrice "N

composée des éléments symétrigues en inversant les coion.nes et les lignes et
ice versa : *Al = [ai]

(Exemple...)

Matrice identité : Définition On appelle matrice identité la matrice diagonale dont chague

glément de la diagonale vaut 1. __)

A dyrdhee (or®

v 3 'th_m,kftz & prde n
(1

100
I=1010 .AKIM-\?A:IR“H’
001

Exemple :

Matrice triangulaire supérieur et inférieur :  Définition Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure si tous
ves éléments en dessous de la diagonale sont nuls.

apy a2 v Qin

e
Ainsi M 0 ax --- ax A % : hmﬁ%ﬂlwﬁ.w‘t
Alns1 M =
1ms1 0 0 (0] . $UPU‘
0 0 0 apm 00

Définition Une matrice carrée g5t dite triangulaire inférieure si Ious
ses éléments au-dessus de la diagonale sont nuls.

an 0
o az a2 “\a‘:n
Ainsi M = : : u‘\(’“iw

On1l  Qn2



Déterminant d’une matrice :

Proposition Le déterminant de n vecteurs est nul si et seulement si les n

vecteurs sont linéairement dépendants. et adord . e w;—g de
Det (Xy,.... Xn) = 06 (X1, ..., Xn) est une famille lice. ongale IR E&m
Det (X7,...,X,) #0 = (X1,...,Xn) est une famille libre. ?“?‘j‘w o .
Déterminant de matrice simple A oy L it

— Soit M une matrice 1 x 1:det M =det[a] =|a|=a
|
— Soit M une matrice 2x 2 : det M = det { 2 Z} =] x ‘ =a.d-bc

— Soit M une matrice 3 x 3
3 + (Régle de Sarrus)

a11 @1z 413
det M = det azy Ozz das

4 z[;i,-s = -%
i

Q31 Q32 Q33
On répéte les deux premiéres colonnes 4 la fin

@11 Gi2_Gfa Q11 012

- Em,,_r & adord
an "@% Q322 . o

az 032."\‘1131 a3z
On =z alors :

det M = @11.@22.433 + @12.@23.031 + @13.021.032
—a31-022.013 — G32-023-G11 — @33-021-Q12
Exemple :
1.9 AxAx? tx 1x3tLrde3

4 3
4 _gxu—-%—axﬂ.kg P
; &g 3 = 46+~ A -3— 8= 8D 8-3: (2]

Le calcul du déterminant est un processus itératif (pour calculer un dé-
terminant d’une matrice d'ordre n on I'exprime en fonction de déterminant
d’ordre n — 1). Il faut développer par une ligne ou par une colonne.

Exemple : O L ligpr = o0 Lesbomes = alen fonlly LE e D=0
T 2 3
M=|0 4 0
3 -1 2
12 3
det;.af:‘o 40 =+1‘_‘11 g‘_g‘gg +3,|g 4=
3 -1 2 | = =
0-36=—28

On peut aussi développer par n'importe quelle ligne ou colonne a condi-
tion de me pas se tromper dans le signe des cofacteurs :

1 2 3
]
detM=|0 4 0 =-0.| 2 2|4a|l 3’_0,‘1 2 |=—28
3 -1 9 -1 2 3 2 3 -1

Comatrice : Définition On appelle matrice des cofacteurs de M et on note Co (M)

la matrice dont les termes sont les cofacteirs (ne pas oublier les signes !11).
Co (M) = [4;] = “—i)ﬂj -ﬁii]

Définition On appelle matrice adjointe de M et on note M* la transpo-

sée de la comatrice
M =tCo(M) |
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Méthode de Cramer :



v

Matrice de passage (P) : Définition On appelle matrice de passage de A vers B, notée Py .p, la
matrice gui permet de changer de coordonnées. Ainsi Xy = Pa .p.Y5.

Matrice diagonalisable : Définition Une matrice carrée A d’ordre n est dite diagonalisable si et
seulement si elle est semblable & une matrice diag'g_nafe D, ainsi A = P.D.;?‘l
ot F est une matrice de passage. L REeR Al Ty o oaled

o aanneli sadle P g - e l—n hH _ rhve hra
Méthode : Méthode de diagonalisation

) Soit. A nne matrice,

1. Résoudre det (4 — M) = 0 et trauver les racines : A5, A,

2. Eventuellement contréler vos résultats avec le déterminant et la trace.

3. Pour chaque racine distincte A;, calculer l'espace propre associé Ey, en
résolvant le systéme (A — A.J). X = 0. lan moips dimn 4D

4. En déduire des vecteurs propres qui sont des vecteurs libres de E,..

3. Reparder si la malrice est Lien diagonalisable en vérifiaut que les di-
mensions des espaces propres sont égales aux multiplicités des racines.

6. Si c’est le cas, donner P et D, éventuellement si on vous le demande
calenler P71 an pat falee Jo prdut FOTT gr sk auen mebmbs

Vecteurs propres : Définition  Seit u un endomorphisme, le vecteur V' # ﬁ'} est un ve&eurm
propre de u st et seulement si 3\ € R tel que u (V) = AV ca
On dit que A est une valeur propre et que V' est un vecteur propre associé..

2 e

Valeurs propres :  Propriétés A LENA* PUZ) T olanl¥n I T Bl Ug) =CL AV envs =+

— Si V est un vecteur propre, alors il est associé 4 une unique valeur
propre A, Vebyd-€Eg abt) bV o wfl) bV (h-)Us B conmme Vst E £ 0

— Les espaces propres sont des sous-espaces vectoriels de F (ils sont deux
4 deux d’intersection le vecteur nul).

(Preuves & faire...)

Polyn6me caractéristique : Définition On appelle polynéme caractéristique d'une matrice A d’ordre
n et on note P (A) le polynéme défini par : P (A) = det(A— A1) o T eﬂ‘
lidentité d’ordre n. ¢ jateor oropre Moz de

P pechew polle padl U e
Proposition Les valeurs propres d’une matricer A sont ezactement les ra-
cines du polyndme caractéristique. %

Chapitre 3 : Fonctions de plusieurs variables



